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В работе приведены результаты исследования регулярной и хаотической динамики
в задаче Суслова, описывающей движение тяжелого твердого тела с неподвижной точ-
кой, подчиненного неголономной связи, запрещающей вращение тела вокруг некоторой оси,
неподвижной в теле. В зависимости от параметров системы указаны случаи регулярного
(в частности, интегрируемого) поведения, а также обнаружены различные типы хаотиче-
ского поведения. Кроме того, в задаче указаны области фазового пространства, в которых
консервативная и диссипативная динамика сосуществуют на достаточно мелких масштабах
(так называемая смешанная динамика, или псевдоконсерватиный хаос). Также в работе по-
дробно исследован эффект реверса, ранее наблюдавшийся в движении кельтских камней.
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В работе рассматривается неголономная модель движения динамически несимметрич-
ного шара по плоскости в поле тяжести. Центр масс шара не лежит ни на одной из главных
плоскостей инерции, а в точке контакта шара с плоскостью наложена неголономная связь,
запрещающая проскальзывание. Следуя работе [1], будем называть такой шар волчком Ча-
плыгина.
С точки зрения распределения масс, волчок Чаплыгина является наиболее сложным
телом с шаровой поверхностью. В зависимости от типа смещения центра масс, а также
распределения массы внутри шара можно выделить несколько частных случаев. Когда
центр масс шара совпадает с геометрическим центром, такой шар называется шаром Ча-
плыгина. Интегрируемость шара Чаплыгина была доказана еще в начале ХХ века в работе
С.А.Чаплыгина [2], а движение такого шара в абсолютном пространстве исследовалось
в работах [3, 4]. В общем случае при смещении центра масс шара система перестает быть
интегрируемой [5]. Исключение составляет лишь так называемая сфера Рауса [6] — шар,
у которого центр масс смещен вдоль одной из осей инерции, а главные моменты инерции,
отвечающие двум другим осям, одинаковы.
Существует еще одна известная неголономная постановка задачи о движении волчка
Чаплыгина по плоскости, в которой, помимо связи, запрещающей проскальзывания ша-
ра в точке контакта, налагается связь, запрещающая верчение вокруг вертикальной оси.
Дополнительная связь позволяет понизить размерность задачи и тем самым упрощает ди-
намику волчка. Однако и в такой постановке волчок Чаплыгина также оказывается неин-
тегрируемым в общем случае [7]. В работах [8, 9] показано, что он может демонстрировать
сложную хаотическую динамику.
Данная работа является продолжением исследований [13, 14], посвященных, в основ-
ном, специфическим динамическим эффектам, которые демонстрирует волчок Чаплыгина,
прежде всего эффекту реверса [15–18]. Это явление привлекает особое внимание, посколь-
ку ранее наблюдалось лишь для кельтских камней — динамически асимметричных тел,
не имеющих шаровую форму [10, 12, 20, 21].
Неголономная динамика волчка Чаплыгина занимает в определенном смысле промежу-
точное положение между консервативной и диссипативной динамикой [11, 12]. Она характе-
ризуется несохранением фазового объема в процессе динамической эволюции, демонстрируя
сжатие в одних областях фазового пространства и растяжение в других. В результате, него-
лономные механические модели, несмотря на сохранение энергии, могут демонстрировать
элементы диссипативной динамики (например, аттракторы, в том числе странные).
Целью настоящей работы является исследование сценариев возникновения странных
аттракторов в неголономной модели волчка Чаплыгина. Интерес к неголономным моде-
лям вызван тем обстоятельством, что, как показывают результаты предыдущих исследо-
ваний [10, 12, 20, 21, 31], такие системы демонстрируют ряд новых интересных примеров
странных хаотических аттракторов, характерных для трехмерных отображений. В част-
ности, в нашей предыдущей работе [14], посвященной исследованию волчка Чаплыгина,
был обнаружен хаотический аттрактор «восьмерочного типа», который может быть отне-
сен к псевдогиперболическим странным аттракторам [22].
Наши исследования показывают, что исследуемая модель демонстрирует все разнооб-
разие сценариев перехода к хаосу, типичных для диссипативных систем, в частности, через
разрушение инвариантной кривой [23, 37, 38], включая фейгенбаумовский каскад внутри
языка синхронизации, а также через каскад удвоения торов [24–26].
Работа организована следующим образом. В разделе 1 сформулированы уравнения дви-
жения. В разделе 2 описаны методы и приемы исследования динамики модели. В разделе 3
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рассматриваются примеры реализации основных сценариев перехода от порядка к хаосу, та-
кие как удвоение торов и различные варианты сценария разрушения инвариантной кривой.
1. Уравнения движения
Рис. 1. Волчок Чаплыгина.
Рассмотрим движение динамически несимметрич-
ного шара, находящегося в поле тяжести, по плос-
кости без проскальзывания. Центр масс шара сме-
щен относительно геометрического центра на вектор
a = (a1, a2, a3). Здесь и далее все векторы считаем за-
данными в системе координат Cxyz, расположенной
в центре масс шара и направленной вдоль главных
осей инерции. Обозначим через r — радиус-вектор, со-
единяющий центр масс с точкой контакта, а через v
и ω — скорость центра масс и угловую скорость шара
соответственно. Тогда условие отсутствия проскальзы-
вания (неголономную связь) можно представить в виде
v + ω × r = 0, (1.1)
а уравнения движения для кинематического моментаM относительно точки контакта и еди-
ничного вектора нормали γ примут вид (см., например, [29])
M˙ = M× ω + mr˙× (ω × r) + mg0r× γ, γ˙ = γ × ω, (1.2)
где m — масса шара, а g0 — ускорение свободного падения. При этом вектор ω выражается
через M (см., например, [5]) через соотношение
M = Iω +mr× (ω × r), (1.3)
где I = diag(I1, I2, I3) — тензор инерции волчка с главными моментами инерции I1, I2 и I3,
а векторы γ и r для шара радиуса R связаны формулой
r = −Rγ − a . (1.4)
Соотношения (1.2) определяют замкнутую систему уравнений относительно векторов γ
иM. Эта система, в случае произвольного параметра a , обладает лишь двумя интегралами:
геометрическим γ2 = 1 и интегралом энергии E = 12 M·ω−mg0r·γ, а следовательно, для ин-
тегрируемости по Эйлеру –Якоби не хватает двух первых интегралов и инвариантной меры.
В шестимерном фазовом пространстве на многообразии, заданном условием постоянства
двух интегралов движения, уравнения (1.2) определяют четырехмерный поток. Значение
интеграла энергии E при этом можно рассматривать как еще один параметр системы.
2. Методы исследования
Для исследования и визуализации динамики системы (1.2) мы применяем методику
построения и анализа карт показателей Ляпунова. Подробное описание алгоритма постро-
ения карт можно найти в [30], а в работах [31] и [14] такие карты были построены для
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поиска странных аттракторов в неголономной модели кельтского камня и реверса в него-
лономной модели волчка Чаплыгина соответственно. Далее будем исследовать динамику
системы в зависимости от параметров E и a3. Значения остальных параметров, если это
не оговорено дополнительно, зафиксированы следующим образом:
I1 = 2, I2 = 6, I3 = 7, a1 = 1, a2 = 1.5, g0 = 100, R = 3, m = 1.
На рисунке 2 приведена карта показателей Ляпунова для модели (1.2) на плоскости
параметров (E, a3). Следует отметить, что на построение карты сильное влияние оказа-
ла одна из характерных особенностей динамики системы (1.2) — развитая мультистабиль-
ность [14]. Таким образом, представленную карту правильно мыслить как склейку, состав-
ленную из набора частично или полностью перекрывающихся листов, каждому из которых
отвечает тот или иной предельный режим. Это означает наличие некоторого произвола при
построении карты, так как, изменяя начальные условия и/или направление сканирования
на плоскости параметров (E, a3), мы получаем возможность визуализировать тот или иной












Рис. 2. Карта показателей Ляпунова для системы (1.2). Расшифровка цветов приведена под картой.a
Для визуализации фазовых портретов системы (1.2) при определенных значениях па-
раметров E и a3 (в конкретном узле карты показателей Ляпунова) мы используем отобра-
жение Пуанкаре. В силу того, что четырехмерное многообразие, заданное условием посто-
янства двух интегралов движения (геометрического и энергии), равно как и поток на нем,
устроены достаточно сложно, не удается подобрать единственное подходящее сечение Пу-
анкаре для всех случаев, рассматриваемых в работе. Поэтому при построении отображений
aДля читателя печатной версии: здесь и далее полноцветные версии рисунков см. в эл. версии
статьи — http://nd.ics.org.ru/nd1602006/
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Пуанкаре мы выбираем гиперплоскость, заданную условием γ1M2−γ2M1 = 0 или условием
M1 = 0, что каждый раз оговаривается отдельно.
Прокомментируем карту показателей Ляпунова, представленную на рисунке 2. В ши-
рокой области изменения параметров система обладает устойчивым состоянием равновесия,
которое соответствует стационарному вращению вокруг некоторой оси. Черным цветом на
карте изображена область параметров, при которых траектория (из заданных при постро-
ении карты начальных условий) стремится к устойчивому состоянию равновесия. Именно
благодаря наличию устойчивого состояния равновесия (и находящегося с ним в инволюции
неустойчивого состояния) в неголономной модели волчка Чаплыгина возможен реверс [14].
Помимо состояния равновесия характерными регулярными аттракторами в системе (1.2)
являются предельные циклы — неподвижные и периодические точки на отображении Пу-
анкаре, а также торы (квазипериодические режимы) — инвариантные кривые на отображе-
нии. В дальнейшем, если это не будет оговариваться отдельно, мы будем классифицировать
аттракторы именно для отображения Пуанкаре.
Для хаотических аттракторов на рисунках приведены спектры показателей Ляпунова,
которые рассчитывались для потока модифицированным для данного типа задач методом
Бенеттина [31, 32]. Точность вычисления показателей Ляпунова составляла  1 · 10−4.
3. Сценарии перехода от порядка к хаосу
в неголономной модели волчка Чаплыгина
Как показывает анализ карты показателей Ляпунова, границы областей устойчивости
периодических точек образованы линиями седло-узловых (касательных) бифуркаций, а так-
же линиями бифуркаций Неймарка –Сакера, в результате которых точки теряют устойчи-
вость, а аттракторами становятся инвариантные кривые. Таким образом, сценарии перехо-
да к хаосу в рассматриваемой системе (при выбранных нами параметрах) ограничиваются
в основном тем или иным способом разрушения инвариантных кривых. Каскад удвоения
периода точек, как мы увидим дальше, все же встречается, но только в контексте сценария
разрушения инвариантных кривых.
Существует несколько сценариев перехода к хаосу через разрушение квазипериодиче-
ского поведения. В случае общего положения можно выделить два типичных сценария:
• разрушение инвариантной кривой (сценарий Афраймовича –Шильникова) [23];
• каскад бифуркаций удвоения торов (инвариантных кривых в отображении) [24–26].
Рассмотрим бифуркации точки периода два C2, зона устойчивости которой занимает
значительную область в середине нижней части карты, при выходе за границы устойчивости
вправо и влево (см. рис. 2). Правая граница (NS) образована линией бифуркации Неймар-
ка –Сакера, в результате которой точка периода два теряет устойчивость, а из нее рожда-
ется двухкомпонентная инвариантная кривая T2 (см. далее, рис. 4a, b). Левая граница (SN)
соответствует касательной бифуркации, в результате которой происходит жесткий переход
на другой лист, регулярные режимы на котором представлены также двухкомпонентной за-
мкнутой инвариантной кривой T2∗ (рис. 5a), реализующейся в точке D (см. рис. 2), эволю-
ции этого аттрактора посвящен раздел 3.1.2. Мы будем рассматривать эволюцию режимов
вдоль нескольких маршрутов, обозначенных стрелками на карте (рис. 2). Как оказывает-
ся, при движении вдоль выбранных маршрутов рассматриваемая система демонстрирует
практически весь набор известных сценариев разрушения устойчивых торов.
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3.1. Сценарий разрушения инвариантной кривой
В общем случае, согласно сценарию, описанному в работах [23, 37, 38], варьируя па-
раметры динамической системы в области существования инвариантной кривой, можно
попасть в область резонанса (языка синхронизации), когда на кривой появляются устой-
чивые (узловые) и неустойчивые (седловые) точки, а сама инвариантная кривая в этом
случае представляет собой замыкание неустойчивых многообразий седловых точек. Тогда
судьба этой кривой (и, в частности, возникновение хаоса) зависит от пути, по которому
мы движемся внутри резонансной области, а значит, картина эволюции кривой является
существенно двумерной.
На рисунке 3 схематически изображена двупараметрическая картина областей различ-
ных динамических режимов, типичная для перехода к хаосу через разрушение инвари-
антной кривой. В рамках данной работы мы ограничимся однопараметрическим анализом
эволюции инвариантных кривых, исследуя не полную картину, а некоторые характерные
особенности, присущие этому сценарию, — те, которые можно наблюдать при произволь-
ном выборе пути. Вдоль возможного маршрута M на рисунке 3 такими наблюдаемыми
особенностями являются, прежде всего, различные варианты развития хаоса внутри язы-
ка синхронизации, в зависимости от бифуркаций, претерпеваемых резонансным циклом
на линии l (бифуркация Неймарка –Сакера или удвоение периода), а также возможность
жесткого возникновения хаотического странного аттрактора типа «тор – хаос» при выходе







Рис. 3. Схематичное изображение картины перехода к хаосу через разрушение инвариантной кри-
вой. P — область периодических движений, Q — квазипериодических, C — хаотических, l — линия
бифуркации резонансного цикла, q — граница языка синхронизации.
Неголономная модель волчка Чаплыгина демонстрирует два варианта развития дина-
мики внутри языка синхронизации.
3.1.1. Разрушение инвариантной кривой:
бифуркация Неймарка –Сакера внутри резонансной области
Рассмотрим эволюцию предельных режимов вдоль маршрута С (рис. 2), начиная с точ-
ки периода 2 (С2). Для ясности наиболее интересные портреты аттракторов будем приво-
дить на отображении Пуанкаре с секущей γ1M2 − γ2M1 = 0.
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Рис. 4. Эволюция аттрактора вдоль маршрута С: a) точка периода 2 (С2); b) двухкомпонентная
инвариантная кривая T2; c) рождение инвариантной кривой T1, при этом T1 и T2 сосуществуют;
d) T1; e) резонансная точка периода 11; f) инвариантная кривая T11, состоящая из 11 компонент;
g) потеря гладкости кривой T11; h) тор – хаос на базе разрушившейся кривой T1.
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Сначала точка С2 (см. рис. 4a) претерпевает бифуркацию Неймарка –Сакера, в ре-
зультате чего рождается двухкомпонентная инвариантная кривая T2 (рис. 4b). Далее, при
движении вдоль маршрута C, вокруг обеих компонент кривой T2 жестко рождается инва-
риантная кривая T1, и на некотором достаточно малом интервале маршрута С в системе
сосуществуют две инвариантные кривые (см. рис. 4с). Затем кривая T2 исчезает, также
жестким образом, а аттрактором на достаточно большом отрезке рассматриваемого марш-
рута является инвариантная кривая T1 (см. рис. 4d). Начиная с некоторого момента кри-
вая T1 теряет гладкость и в конце концов мы попадаем в область существования резонанса
периода 11 (см. рис. 4e). Согласно сценарию [23, 37, 38], инвариантная кривая T1 теряет
гладкость в момент, когда резонансная точка периода 11 становится фокусной. В дальней-
шем фокусная точка периода 11 претерпевает бифуркацию Неймарка –Сакера, а аттракто-
ром становится инвариантная кривая T11, состоящая из 11 компонент (см. рис. 4f). Именно
в этот момент инвариантная кривая T1 разрушается.
В дальнейшем кривая T11 сама начинает терять гладкость, в соответствии с одним
из вариантов сценария разрушения инвариантной кривой (см. рис. 4g), хотя в данном слу-
чае до возникновения хаоса дело не доходит. Хаос возникает жестко на выходе за пределы
языка синхронизации — рождается аттрактор типа «тор – хаос» на базе исходной инвари-
антной кривой T1 (см. рис. 4h). Спектр существенных показателей Ляпунова для тор – ха-
оса: [0.0064, 0.0,−0.0067] (здесь и далее исключен тривиальный нулевой показатель).
3.1.2. Разрушение инвариантной кривой:
бифуркации удвоения периода внутри резонансной области
Рассмотрим теперь, что происходит слева от области устойчивости С2, начиная из точ-
ки D карты, изображенной на рисунке 2 и имеющей координаты (E, a3) = (414.36, 0.655).
Для визуализации портретов аттракторов, как и в предыдущем случае, будем строить отоб-
ражение Пуанкаре на секущей γ1M2 − γ2M1 = 0.
В самой точке D аттрактором является двухкомпонентная инвариантная кривая T2∗
(см. рис. 5a). Затем маршрут DB проходит через границы резонансных областей различного
периода, пока наконец не попадает в достаточно широкую область с резонансом периода 26
(см. рис. 5b), где далее наблюдается переход к хаосу через каскад бифуркаций удвоения
периода внутри языка синхронизации. На рисунке 5c показан фрагмент аттрактора (точки
периода 52) после первого удвоения, а на рисунке 5d изображен аттрактор, возникший в ре-
зультате каскада бифуркаций удвоения периода. Такой аттрактор в закритической области
каскада удвоений периода часто называют многоленточным. Его особенность состоит в том,
что в сечении Пуанкаре он представляет собой набор полос (см. выноску на рис. 5с), каж-
дая из которых на самом деле имеет поперечную фрактальную структуру аттрактора типа
Эно [28] и которые отображаются друг в друга под действием отображения Пуанкаре. При
дальнейшем изменнеии параметра энергии они попарно сливаются, претерпевая как бы об-
ратный каскад удвоений. Отметим, что инвариантная кривая, которая внутри области резо-
нанса представлена гетероклиническим замыканием неустойчивых многообразий седловой
периодической точки, разрушается уже после первой бифуркации удвоения периода [23].
На рисунке 6 приведено бифуркационное дерево для переменной M1 и график старше-
го показателя Ляпунова. Построенные графики, в сочетании с приведенными в таблице 1
оценками констант δn =
(En − E∞)
(E2n − E∞) и αn =
ΔMn1
ΔM2n1
, характеризующих скейлинг в бифурка-
ционном дереве, свидетельствуют о том, что здесь наблюдается типичный диссипативный
сценарий Фейгенбаума [30, 33]. Сходимость к универсальным значениям достаточно мед-
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2016. T. 12. №2. С. 235–250

























































–60 –50 –40 –30 –20 –0–70
(d)
–10
Рис. 5. Эволюция аттрактора вдоль маршрута DB из точки D с координатами (E, a3) =
= (414.36, 0.655): a) двухкомпонентная инвариантная кривая T2∗; b) резонансная точка периода 26;
c) точка периода 52, возникающая после первой бифуркации удвоения периода; d) хаотический ат-
трактор типа Эно, показатели Ляпунова (0.0037,−0.0138,−0.0296); e) хаос, возникающий на месте
разрушенной кривой T2∗, показатели Ляпунова (0.0301,−0.0150,−0.0548).
ленная, что объясняется слабым в среднем сжатием фазового объема вдоль траектории,
что аналогично ситуации малой диссипации для диссипативных систем.
В заключение раздела отметим, что при выходе из области резонанса периода 26 ат-
трактором является тор – хаос, жестко возникающий на месте разрушившейся инвариант-
ной кривой T2∗ (см. рис. 5e).
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Таблица 1. Оценка констант, характеризующих скейлинг в бифуркационном дереве.
n 26 52 104 208 Константы Фейгенбаума
δn 5.23 6.06 4.41 4.75 4.6692
αn −3.13 −3.06 −2.63 −2.45 −2.5029


















Рис. 6. Бифуркационное дерево и зависимость старшего показателя Ляпунова от параметра E,
a3 = 0.655.
3.2. Переход к хаосу через каскад удвоения торов
Рассмотренные выше сценарии являются типичными для систем с размерностью фа-
зового пространства три и выше. В этом параграфе мы приведем пример аттрактора, для
возникновения которого требуется размерность не менее четырех.
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Рассмотрим эволюцию точки периода 2 (C2∗), которая является аттрактором системы
при значениях параметров E = 450.0, a3 = 1.9, вдоль маршрута, обозначенного на рисунке 2
буквой A. Будем увеличивать значение параметра энергии. Точка C2∗ теряет устойчивость
через бифуркацию Неймарка –Сакера, после чего аттрактором становится двухкомпонент-
ная инвариантная кривая (см. рис. 7a). Далее фазовый портрет аттракторов будем приво-
дить на отображении Пуанкаре в сечении, заданном условием M1 = 0.
При движении вдоль маршрута А инвариантная кривая начинает претерпевать кас-
кад бифуркаций удвоения торов (инвариантных кривых, в терминах отображения Пуан-
каре) [24–26]. На рисунке 7 представлены портреты отображения Пуанкаре после первого,
второго и третьего удвоений.
Рис. 7. Бифуркации удвоения торов вдоль маршрута A, a3 = 0.655.
В отличие от каскада бифуркаций удвоений периода неподвижных точек, считается
(на сегодняшний день), что каскад бифуркаций удвоения торов является конечным [26, 34,
35]. Заканчивается рассматриваемый каскад бифуркаций удвоения торов возникновением
аттрактора типа «тор – хаос» [24–26] (см. рис. 8a). Его также иногда называют квазипери-
одическим аттрактором типа Эно [39, 40], из-за схожести поперечной структуры. Для
выявления этой структуры применяют процедуру построения двойного сечения Пуанкаре.
Выбирается некоторая вторая плоскость, которая рассекает аттрактор в сечении Пуанкаре
поперек. Поскольку орбита отображения в общем случае никогда не попадает точно в эту
секущую плоскость, рассматривается попадание в слой некоторой толщины вокруг это-
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Рис. 8. a) Хаотический аттрактор при a3 = 1.9 и E = 457.91123, родившийся в результате каска-
да удвоения торов, показатели Ляпунова (0.0001, 0.0,−0.0063); b) портрет аттрактора в двойном
сечении Пуанкаре M2 = −46.4.
го второго сечения. Толщина слоя выбирается достаточно малой, чтобы не замазывалась
поперечная структура аттрактора, но, с другой стороны, не слишком маленькой, чтобы
набрать достаточное количество точек за время вычисления или наблюдения. На рисун-
ке 8b показана структура аттрактора в двойном сечении Пуанкаре, M1 = 0 и M2 = −46.4,
толщина слоя 10−4. Значение параметра энергии специально было выбрано близко к по-
роговому (это можно заметить по значению максимального показателя Ляпунова), чтобы
было видно структуру полос, из которых состоит аттрактор (см. для сравнения структу-
ру аттрактора типа Эно на рисунке 5d). При дальнейшем увеличении энергии E полосы
попарно сливаются, в результате чего образуется аттрактор, изображенный на рисунке 9.
Рис. 9. Хаотический аттрактор, возникающий в результате обратного каскада слияния полос.
E = 457.91273, показатели Ляпунова (0.0006, 0.0,−0.0068).
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Следующий этап эволюции рассматриваемого странного аттрактора связан с гомокли-
нической бифуркацией седловой неподвижной точки отображения Пуанкаре, которая ле-
жит между двумя компонентами аттрактора, так что ее двумерное устойчивое многооб-
разие отделяет их друг от друга. При E ≈ 457.91273 возникает гомоклиническое замы-
кание одномерного неустойчивого и двумерного устойчивого многообразия этой седловой
точки; образовавшаяся гомоклиническая структура, став притягивающей, образует новый
аттрактор (см. рис. 10). В работе [27] показано, что при выполнении некоторых условий
это притягивающее хаотическое множество, называемое также «восьмерочным» аттракто-
ром, может быть отнесено к классу настоящих (грубых) аттракторов. Как было показано
в [13, 14], в данном случае эти требования выполняются и аттрактор на рисунке 10 является
псевдогиперболическим.
Рис. 10. «Восьмерочный» хаотический аттрактор при a3 = 1.9 и E = 457.913, показатели Ляпунова
(0.0007, 0.0,−0.0068).
Заключение
В работе рассмотрен ряд сценариев возникновения и эволюции странных хаотических
аттракторов в неголономной модели динамически несимметричного шара — волчка Чаплы-
гина. Показано, что исследуемая модель демонстрирует практически все известные сцена-
рии перехода к хаосу, связанные с разрушением квазипериодического поведения в диссипа-
тивных системах.
Приведенные примеры не исчерпывают динамического разнообразия в неголономной
модели волчка Чаплыгина. Так, например, остаются открытыми вопросы, связанные с пере-
ходом от консервативной и квазиконсервативной динамики, реализующейся в исследуемой
системе при смещении центра масс вдоль главных осей и плоскостей инерции, к динамике,
характеризующейся наличием аттракторов и репеллеров, демонстрируемой системой при
произвольном смещении.
Компьютерное моделирование проведено с помощью программного комплекса «Ком-
пьютерная динамика: Хаос» (http://lab.ics.org.ru/lab/page/kompyuternaya-dinamika/).
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We study the dynamics in the Suslov problem which describes the motion of a heavy rigid body
with a ﬁxed point subject to a nonholonomic constraint, which is expressed by the condition
that the projection of angular velocity onto the body-ﬁxed axis is equal to zero. Depending on
the system parameters, we ﬁnd cases of regular (in particular, integrable) motions and, using
a new method for constructing charts of Lyapunov exponents, detect diﬀerent types of chaotic
behavior such as conservative chaos, strange attractors and mixed dynamics, which are typical of
reversible systems. In the paper we also examine the phenomenon of reversal, which was observed
previously in the motion of Celtic stones.
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